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Abstract 
In the secondary school textbooks some classical divisibility criteria 
between two integer numbers are considered. These criteria, while 
showing some common aspects, are very different though in terms of 
other characteristics. In this paper we state and prove a general 
divisibility criterion, initially given for two digit divisors, written in 
binomial decimal form. The criterion is based on the determinant of 
the coefficient matrix of the binomial form and also on a further 
algebraic condition. 
Some examples are provided. Finally some generalizations are 
considered, in particular some cases in which the additional condition 
is always true. We give a general characterization of these cases. 
 
 
 
Introduzione 
 
ei testi scolastici di “Aritmetica pratica” delle Scuole Medie sono 
sempre riportati i criteri di divisibilità degli interi per i numeri primi 2, 3, 5, 11, che servono per scomporre gli interi in fattori primi, con cui poi 
trovare il M.C.D. e il m.c.m. di due o più altri interi. 
Qualche testo3 dà anche un criterio di divisibilità per 7: tutti questi però 
sono riportati senza alcuna giustificazione (purtroppo) e quindi come 
semplici regole mnemoniche, che quasi sempre poi gli studenti dimenticano. 
In Wikipedia si possono trovare anche dei criteri di divisibilità per 13, per 17 
e qualche altro, in parte anche dimostrati. Non è difficile accorgersi che tali 
criteri (per 7, 13, 17, ecc.) sono formalmente diversi dagli altri, ma hanno 
formulazioni molto simili tra loro. Ad esempio si dice: 
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? un intero M, scritto in base 10, è divisibile per 7 se e solo se la 
differenza tra il numero formato dalle sue cifre, trascurando l’ultima a 
destra, e il doppio di questa è divisibile per 7; 
? un intero M, scritto in base 10, è divisibile per 13 se e solo se la 
somma del numero formato dalle sue cifre, senza l’ultima a destra, e il 
quadruplo di questa è divisibile per 13. 
Quindi, per poter dire che un numero M è divisibile per un primo p, 
occorre, sempre con tali criteri, conoscere il fattore moltiplicativo ? ? ?, 
variabile con p, per cui moltiplicare la cifra delle unità del dividendo M, 
scritto in base 10, e poi aggiungere il prodotto (positivo o negativo) al 
numero ottenuto da M privandolo della cifra di destra. 
 
Esiste però, a nostro avviso, un unico algoritmo, dato dal calcolo di un 
determinante di una semplice matrice quadrata di ordine 2, che indica col 
suo valore se un intero M è divisibile o no per un primo ? > 10 e consente, 
nel caso felice di divisibilità, di determinare anche il quoziente intero di M 
per p. Vediamolo, anche se prima si ritiene utile presentare qualche esempio 
e mostrare che il criterio vale anche per p non primo. 
 
? 68 è divisibile per 17? Sì, perché: 
??? ?6 81 7? = 42 ? 8 = 34  e  34 = 2 ? 17 
e inoltre ???? = 4 è intero e 4 = 68: 17 
 
? 253 è divisibile per 23? Sì, perché: 
??? ?25 32 3? = 75 ? 6 = 69  e  69 = 3 ? 23 
e inoltre ????? = 11 è intero e 11 = 253: 23 
 
? 239 è divisibile per 13? No, perché: 
??? ?23 91 3? = 69 ? 9 = 60  e  60 non è multiplo di 13 
 
? 228 è divisibile per 24, che non è primo? No, perché 
??? ?22 82 4? = 88 ? 16 = 72 = 3 ? 24 
ma ?????  non è intero. 
 
? 216 è divisibile per 24? Sì, perché: 
??? ?21 62 4? = 84 ? 12 = 72 = 3 ? 24 
e ????? = 9 è intero e 9 = 216: 24 
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Enunciato e dimostrazione del criterio 
 
Definita “scrittura decimale binomiale di ordine ?” una qualunque 
scrittura del tipo “? ? 10? + ?”, con ?, ? ed ? interi positivi, si può ora 
enunciare il seguente: 
 
Criterio generale di divisibilità di due interi (con divisore di almeno 2 cifre) 
 
Sia ? > ? e siano ? = ? ? 10? + ?  e  ? = ? ? 10? + ?, scritti in forma 
decimale binomiale di ordine ?. Allora ? è divisibile per ? se e solo se 
 ??? ?? ?? ?? = ?? ? ?? = ??, con ? intero (1) 
e 
 ? ? ?
? = ? è intero positivo. (2) 
 
Risulta poi essere ? = ??  
 
Dimostrazione 
 
Necessità. Se ? > ? e ? è divisibile per ?, è ? = ??, con ? intero 
maggiore di 1. 
Allora da ? = ? ? 10? + ? = ?(? ? 10? + ?) segue perciò 
? = (?? ? ?) ? 10? + ?? 
 
e quindi 
??? ?? ?? ?? = ?? ? ?? = ?? ? ?(?? ? ?) ? 10? ? ??? = (? ? ??)(? ? 10? + ?) = ??, 
 
ponendo ? = ? ? ??. Di conseguenza 
? ? ?
? = ? = ??  
 
Sufficienza. Supposto invece 
??? ?? ?? ?? = ??   e   ? ? ?? = ?, 
 
con ?,? interi e ? anche negativo o nullo, si ricava 
?? ? ?? = ?(? ? 10? + ?) 
 
e quindi 
?? = ?? ? ?(? ? 10? + ?) = (? ? ?)? ? ?? ? 10?, 
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ossia 
? = ? ? ?? ? ? ? ? 10? 
 
Di conseguenza, essendo ???? = ?, si ha: ? = ?? ? ? ? 10? e perciò 
? ? 10? + ? = ? ? 10? ? ? ? 10? + ?? = (? ? ?) ? 10? + ?? = ?(? ? 10? + ?) = ??, 
da cui ? = ??. (Q.e.d.) 
 
 
Qualche altro esempio 
 
? 156 è divisibile per 26? Sì, perché: 
??? ?15 62 6? = 90 ? 12 = 78 = 3 ? 26   e   15 ? 32 = 6 
 
Quindi 6 è il quoziente di 156 e 26. Infatti 6 ? 26 = 156 
 
? 176 è divisibile per 13? No, perché: 
??? ?17 61 3? = 51 ? 6 = 45 
 
e 45 non è multiplo di 13 
 
? 456 è divisibile per 24? Sì, perché: 
??? ?45 62 4? = 180 ? 12 = 168 
 
Non essendo immediato però dire se 168 è multiplo di 24, è 
possibile iterare il procedimento. 
??? ?16 82 4? = 64 ? 16 = 48 = 2 ? 24 
 
La condizione 16 ? 22 = 7 (intero) 
 
assicura la divisibilità di 168 per 24 e quindi che 168 = 7 ? 24; 
essendo poi ????? = 19 (intero) si può concludere che 456 è 
divisibile per 24 e che il quoziente è 19. Infatti 19 ? 24 = 456. 
 
? 1845 è divisibile per 123? Sì, e lo si può vedere in due modi 
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diversi, con le scritture binomiali del primo ordine 1845 = 184 ?10 + 5 e 123 = 12 ? 10 + 3 oppure con le scritture binomiali del 
secondo ordine 1845 = 18 ? 10? + 45 e 123 = 1 ? 10? + 23 
 
1. Nel primo caso si ha 
??? ?184 512 3? = 552 ? 60 = 492 
Ancora 
??? ?49 212 3? = 147 ? 24 = 123 = 1 ? 123 
Il quoziente “parziale” è 49 ? 112 = 4 
Quello cercato è 184 ? 412 = 15 
 
2. Oppure, nel secondo caso, 
??? ?18 451 23? = 414 ? 45 = 369 = 3 ? 123 e   18 ? 31 = 15 (quoziente). 
 
 
Qualche generalizzazione 
 
Si può osservare che non sono escluse scritture binomiali del divisore del 
tipo ? ? 10? + ?, con ? negativo. 
Ad esempio, per provare la divisibilità di 589 per 19 si può considerare 589 = 58 ? 10 + 9 e 19 = 1 ? 10 + 9, ma anche 19 = 2 ? 10 ? 1. Si ha 
allora, nei due casi 
??? ?58 91 9? = 522 ? 9 = 513 = 27 ? 19   e   58 ? 271 = 31 (quoziente) 
oppure, scegliendo la scrittura 19 = 2 ? 10 ? 1, 
??? ?58 92 ?1? = ?58 ? 18 = ?76 = (?4) ? 19 e   58 ? (?4)2 = 31 (quoziente). 
 
Questo consente di ricorrere al criterio esposto anche quando il divisore 
è di una sola cifra, purché si usi la scrittura binomiale ? = ? ? 10? + (??). 
Quindi il criterio esposto può dirsi veramente generale. 
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Esempio: 
Per provare che 184 è divisibile per 8 basterà pensare 8 = 1 ? 10 ? 2 e 
procedere poi come al solito: 
 
??? ?18 41 ?2? = ?36 ? 4 = ?40 = (?5) ? 8 
?   18 ? (?5)1 = 23 (quoziente). 
Infatti  23 ? 8 = 184 
Si può infine osservare, esaminando la dimostrazione del criterio, che la 
base 10 può essere sostituita da una qualunque base ? positiva, purché si 
utilizzi, per il dividendo e il divisore, la forma binomiale nella stessa base ?. 
 
 
Considerazioni conclusive 
 
1. Si può osservare che la condizione (2), se non interessa il quoziente 
tra dividendo e divisore, è superflua nei seguenti due casi. 
a) Quando il divisore ?, scritto nella forma binomiale ? ? 10? + ?, 
presenti “?” uguale a 1 (perché in tal caso la (2) è banalmente vera). 
A questo caso ci si può sempre ricondurre usando per la 
rappresentazione binomiale di ? e ? una base opportuna “?“ che 
porti a scrivere ? = 1 ? ? + ?. 
Esempio. Se ? = 23, la base opportuna è ? = 20, per cui si ha 23 = 1 ? 20 + 3. Naturalmente bisogna esprimere anche ? nella 
stessa base. 
b) Più in generale, quando il divisore ?, scritto in forma binomiale 
? ? ?? + ?, presenta “?” e “?” primi fra loro (sempre quindi 
quando ? è un numero primo). 
Allora, se ? = ? ? ?? + ? e si ha 
??? ?? ?? ?? = ?? ? ?? = ?? 
con ? intero, anche nullo o negativo, si ricava in ogni caso che 
? ? ?
?  è una frazione apparente. 
 
Dimostrazione 
Da ?? ? ?? = ?(? ? ?? + ?) segue 
?? = ?(? ? ?? + ?) + ?? 
e successivamente 
?? = ?(? ? ?? + ?) + ?? (intero)   da cui 
? = ?(? ? ?? + ?)? + ? (intero). 
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Ora, essendo ? intero e per ipotesi ? e ? primi fra loro, 
necessariamente deve essere ? ? ?? + ? divisibile per ?. Pertanto 
la frazione (? ? ?) ??  risulta apparente. (Q.e.d.) 
Ad esempio, considerando ? = 201 e ? = 67, da 
??? ?20 16 7? = 140 ? 6 = 134 = 2 ? 67 
si può concludere subito che 201 è divisibile per 67, essendo le 
cifre di 67 prime fra loro. Il quoziente risulta poi essere 
? = 20 ? 26 = 3 
Altro esempio: 
 
??? ?13 63 4? = 52 ? 18 = 34 = 1 ? 34 
si deduce subito che 136 è divisibile per 34, essendo le cifre di 34 
prime fra loro. 
Il quoziente risulta poi 
? = 13 ? 13 = 4 
 
2. Per facilitare il calcolo se il dividendo ? è molto più grande di ?, 
prima di applicare il criterio si potrà togliere ad ? un opportuno 
multiplo di ?. 
 
Ad esempio, volendo stabilire se 4329 è divisibile per 37, per 
accorciare il procedimento si potrà operare, invece che su 4329, sulla 
differenza 4329 ? 3700 = 629 e poi ancora su 629 ? 370 = 259 
Quindi, essendo 
 
??? ?25 93 7? = 175 ? 27 = 148 = 4 ? 37 
 
e le cifre di 37 prime fra loro, si può concludere che senz’altro 4329 è 
divisibile per 37 
Inoltre, da 
 25 ? 43 = 7 (quoziente intero tra 259 e 37), 
 
si deduce che il quoziente tra 4329 e 37 è però 7 + 100 + 10 = 117 
Infatti 117 ? 37 = 4329. 
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